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Feuille d’exercices : Suites et séries de fonctions

Convergence de suites de fonctions

Exercice 1 (CCINP) On choisit fnpxq “
sinpnxq

1` n2x2
; étudier la convergence simple de pfnq, sa convergence uniforme

sur ra,`8r, a ą 0 et sur s0,`8r.

Exercice 2 (CCINP) On considère la suite de fonctions fn : x ÞÑ cos

ˆ

nx

n` 1

˙

.

1. Étudier la convergence simple de la suite sur R.

2. Étudier la convergence uniforme des fn sur tout segment r´a, as.

3. Montrer que la suite ne converge pas uniformément sur R.

Exercice 3 (IMT)

1. Convergences simple et uniforme de la suite de fonctions fnpxq “
e´x

1` n2x2
sur r0, 1s.

2. Convergence uniforme de cette suite sur ra, 1s avec 0 ă a ď 1.

Exercice 4 (IMT) On pose fn :

$

&

%

R Ñ R

x ÞÑ
2nx

1` n2nx2

1. Étude de la convergence simple de la suite pfnqn.

2. On pose In “

ż 1

0

fnptq dt. Calculer In.

3. Quelle la limite de la suite pInq ? La suite pfnq converge-t-elle uniformément ?

4. Soit a ą 0. La suite pfnqn converge-t-elle uniformément sur ra,`8r ?

Exercice 5 (Saint-Cyr) Pour n P N et x P r0, π{2s, soient fnpxq “ cosnpxq sinpxq, gnpxq “ nfnpxq.

1. Étudier la convergence simple et uniforme de pfnqně0.

2. Même question avec pgnqně0.

3. Calculer In “

ż π{2

0

gn. Quelle est la limite de pInqně0 ?

Exercice 6 (Mines) Une fonction réelle f : R` Ñ R vérifie fp0q “ 0 et lim
xÑ8

fpxq “ 0. Étudier la convergence simple

et uniforme de la suite de fonctions fn : x ÞÑ fpnxq.

Exercice 7 (Mines) Étudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions

fn : x ÞÑ n

ˆ

arctan

ˆ

x`
1

n

˙

´ arctan

ˆ

x´
1

n

˙˙

.

Exercice 8 (Centrale-X)*
Soit E l’espace des fonctions continues de r0, 1s dans R, muni de la norme }.}8. Pour f P E, soit T pfq la fonction définie
sur r0, 1s par

@x Ps0, 1s, T pfqpxq “
1

x

ż x

0

f et T pfqp0q “ fp0q.

1. Montrer que T est un endomorphisme continu de E et calculer sa norme d’opérateur.

2. Soit f P E nulle au voisinage de 0. Montrer que la suite pTnfqnPN converge uniformément vers 0.

3. Soit f P E quelconque. Étudier la convergence uniforme de pT kpfqqkPN.

Exercice 9 (X) On note E l’espace vectoriel des fonctions continues de r0, 1s dans R. Pour f P E, on pose Lpfq : x P

r0, 1s ÞÑ

ż x

0

f . Montrer que pour tout f P E la suite pLnpfqqnPN converge uniformément vers 0.
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Exercice 10 (Mines) On définit une suite de fonctions de r0, 1s dans R par récurrence par :

$

&

%

P0 “ 0

@n P N, @x P r0, 1s, Pn`1pxq “ Pnpxq `
1

2
px´ P 2

npxqq

1. Montrer que cette suite est croissante et converge simplement vers x ÞÑ
?
x.

2. Puis montrer que pour tout x P r0, 1s et pour tout n P N,
?
x´ Pn`1pxq ď p

?
x´ Pnpxqq

ˆ

1´

?
x

2

˙

.

3. En déduire la convergence uniforme sur r0, 1s

4. En déduire l’existence d’une suite de polynômes qui tend uniformément vers x ÞÑ |x| sur r´1, 1s.

Exercice 11 * (Mines) Pour n P N˚, on pose fn :

$

’

’

&

’

’

%

R Ñ R

x ÞÑ

#

´

1´
x

n

¯n

si 0 ď x ď n

0 sinon

.

1. Montrer que la suite converge simplement sur R`.

2. Montrer que la suite est croissante.

3. Montrer que la suite converge uniformément sur R`.

Exercice 12 (Centrale)

Pour n P N, on définit les fonctions hn par h0pxq “ 1 et hn`1pxq “ hn

´x

2

¯

´
x

2

ˆ

hn

´x

2

¯

˙2

.

1. Montrer que la suite hn converge uniformément sur r0, 1s. Pour x P r0, 1s, on pourra utiliser que la fonction Tx,

définie par Txpyq “ y ´
xy2

2
, est 1-lipschitzienne sur r0, 1s et que Txpr0, 1sq Ă r0, 1s.

2. On étudie l’équation fonctionnelle pEq : fp2xq “ 2fpxq ´ 2fpxq2. Pour h de R dans R, on pose fpxq “ xhpxq.

À quelle condition sur h, f est-elle solution de pEq ?

3. Montrer que pEq admet une solution continue non constante sur r0, 1s.

4. Puis montrer que pEq admet une solution continue non constante sur R`.

5. Quelles sont les solutions constantes sur R ?

Convergence de séries de fonctions

Exercice 13 (CCINP) Étudier la convergence simple, normale et uniforme de
ÿ

nx2 e´x
?
n sur R`.

Exercice 14 (CCINP) Soit a P R. On définit sur R` pour n P N, fn : x ÞÑ
xn e´x

n!
. Étudier le mode de convergence

de la suite de fonctions pfnq, puis de la série de
ÿ

fn.

Exercice 15 (CCINP)

1. Convergences simple et uniforme de la suite de fonctions fnpxq “ cosn x sinx sur r0, πs.

2. Convergences simple, uniforme et normale de
ÿ

fnpxq.

Exercice 16 (CCINP) Soient n P N˚ et fnpxq “
lnp1` n2x2q

n3
définie sur R.

Montrer que Spxq “
8
ÿ

n“0

fnpxq est définie sur R, qu’elle y est de classe C1 et qu’elle est deux fois dérivable sur s0,`8r

(on pourra mener l’étude sur ra,`8r pour tout a ą 0).

Exercice 17 (Centrale)

1. Étudier le domaine de définition, la continuité et la dérivabilité (sur R˚`) de fonction suivante x ÞÑ
`8
ÿ

n“1

e´nx
2

nα
.

2. Montrer que f : x ÞÑ
`8
ÿ

n“1

e´nx

1` n2
est de classe C2 sur R˚`.

3. Donner une équation différentielle vérifiée par f .

Exercice 18 (CCINP) Pour tout n P N˚, on définit fn : x ÞÑ
2x

n2 ` x2
.
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1. Montrer que
ÿ

fn converge simplement sur R. On note f la somme de la série de fonctions
ÿ

fn.

2. Montrer que f est C0 sur R.

3. Montrer que lim
xÑ`8

fpxq “ π. Ind. On pourra considérer t ÞÑ
2x

t2 ` x2
.

Exercice 19 (CCINP) Pour n P N, on définit fn : x ÞÑ
1

1` n2x
. On note f la somme de la série de fonctions

ÿ

fn.

1. Montrer que f est bien définie sur R˚`.

2. Calculer lim
xÑ`8

fpxq.

3. Montrer que f est C8 sur R`˚.

4. Donner un équivalent de f en 0.

Exercice 20 (IMT) Soit Spxq “
`8
ÿ

n“1

1

n2x` n
.

1. Montrer que S est de classe C1 sur s0,`8r.

2. Sachant que
`8
ÿ

n“1

1

n2
“
π2

6
, en déduire un équivalent de S en `8.

Exercice 21 (CCINP) Pour tout n P N˚, on définit fnpxq “
1

pn` xq
3
2 ` pn` xq

1
2

. On note f la somme de la série de

fonctions
ÿ

fn.

1. Montrer que f est bien définie sur s ´ 1,`8r.

2. Montrer que f est C1 sur s ´ 1,`8r.

3. Trouver un équivalent de f en ´1 et montrer que f est intégrable sur s ´ 1, 0s.

4. Trouver la limite de f en `8.

5. Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que fpxq „
xÑ`8

a

xb
.

Exercice 22 (Mines) On considère fpxq “
`8
ÿ

n“0

parctanpn ` xq ´ arctanpnqq. Étudier f : monotonie, régularité, com-

portement asymptotique ; tracer son graphe.

Exercice 23 (Mines)

1. Donner le domaine de définition de S : x ÞÑ
`8
ÿ

n“1

e´x
?
n et étudier sa monotonie et sa continuité.

2. Déterminer limites et équivalents éventuels de Spxq en 0` et en `8.

Exercice 24 (Centrale)

1. Pour x P R`˚, justifier l’existence de fpxq “
ÿ

ně1

´ lnp1´ e´nxq.

2. Montrer que la série de fonctions de la question précédente converge uniformément sur tout ra,`8r avec a ą 0.
Y a-t-il convergence uniforme sur s0,`8r ?

3. Déterminer un équivalent de f en `8, puis un équivalent de f en 0.

Exercice 25 (Mines) Montrer que
ÿ x e´nx

lnn
converge simplement mais non normalement sur R`. La convergence

est-elle uniforme sur R` ?

Exercice 26 (Mines) Soit f : x ÞÑ
`8
ÿ

n“0

p´1qn

n` x
.

1. Montrer que f est définie et continue sur R`˚.

2. Préciser la monotonie de f sur R`˚.

3. Donner un équivalent de f en 0 et en `8.

Exercice 27 (Mines) Soient f : x ÞÑ
`8
ÿ

n“1

1

shpnxq
et g : x ÞÑ

`8
ÿ

n“1

1

sh2
pnxq

.
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1. Déterminer les domaines de définition de f et de g.

2. Donner des équivalents de f et de g en 0`.

Exercice 28 (Mines) Soit f : x ÞÑ
`8
ÿ

n“0

p´1qn ln

ˆ

n` 1` x

n` x

˙

¨Montrer que f est définie sur R`˚. Trouver un équivalent

de f en `8. Étudier les variations de f .

Exercice 29 (Mines) Soit ζ : x ÞÑ
`8
ÿ

n“1

1

nx
.

1. Montrer que ζ est définie et continue sur s1,`8r.

2. Trouver un équivalent de ζ en 1`.

Pour n P N˚, on pose un : x ÞÑ
1

nx
´

ż n`1

n

t.
tx

.

3. Montrer que
ÿ

un converge simplement sur R`˚. On pose U “
`8
ÿ

n“1

un. Montrer que U est continue sur R`˚.

4. Donner un développement asymptotique à deux termes de ζ au voisinage de 1`.

Exercice 30 (X)* Soient ζ : x Ps1,`8rÞÑ
`8
ÿ

n“1

1

nx
et f : x ÞÑ

`8
ÿ

n“1

p´1qn´1

nx
.

1. Déterminer le domaine de définition Df de f et étudier la dérivabilité de f .

2. Montrer que, pour x Ps1;`8r, on a : ζpxq “
fpxq

1´ 21´x
.

3. Donner un développement asymptotique (à deux termes) de ζ au voisinage de 1`.

4. En déduire la valeur de
8
ÿ

n“1

p´1qn
lnn

n
.

5. Montrer que la fonction x ÞÑ ζpxq ´
1

x´ 1
est prolongeable par continuité sur s0,`8r.

6. Donner un développement asymptotique de ζpxq lorsque xÑ `8.

7. Montrer que ζ est convexe et tracer son graphe.

Exercice 31 (Mines-Centrale)*

1. Étudier la convergence sur RzZ de la série de fonctions fpxq “
8
ÿ

n“´8

1

pn´ xq2
. La fonction somme f est-elle

continue sur RzZ ?

2. Soit g définie sur RzZ par gpxq “
π2

sin2
pπxq

. Montrer que h “ f ´ g est continue sur R, puis qu’elle vérifie pour

tout x P R, h
´x

2

¯

` h

ˆ

x` 1

2

˙

“ Chpxq avec C ą 2.

3. En déduire que f “ g, puis que ζp2q “ π2{6.

Exercice 32 (X-SR)* Pour N P N˚, on pose gN : x P RzZ ÞÑ
N
ÿ

n“´N

1

x` n
¨

1. Montrer que pgN qNPN converge simplement sur RzZ. On note g sa limite.

2. Montrer que g est continue.

3. Montrer que g est impaire, 1-périodique et vérifie l’équation fonctionnelle :

@x P RzZ, gpxq “
1

2

`

gpx{2q ` gppx` 1q{2q
˘

.

4. Montrer que gpxq “ πcotanpπxq pour tout x P RzZ.

Exercice 33 (Centrale)*

On pose pour n P N˚ et x P R˚`, unpxq “ x ln

ˆ

1`
1

n

˙

´ ln
´

1`
x

n

¯

.

1. Montrer que la série de fonction
ÿ

un converge simplement.
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2. Montrer que f : x ÞÑ ´ lnpxq `
`8
ÿ

n“1

unpxq est l’unique fonction de classe C1 sur R˚`, convexe, vérifiant fp1q “ 0 et

@x P R˚`, fpx` 1q ´ fpxq “ lnpxq.

Exercice 34 (X)* On définit une suite pfnqnPN de fonctions de R`˚ dans R par

@n P N, @x P R`˚, fnpxq “
n!nx

śn
k“0px` kq

¨

1. Montrer que pfnqně0 converge simplement sur R`˚. On note Γ sa limite.

2. Montrer que Γ ą 0, que Γp1q “ 1, que @x P R`˚, Γpx` 1q “ xΓpxq et que x ÞÑ ln Γpxq est convexe sur R`˚.

3. Soit f : R`˚ Ñ R vérifiant les propriétés de la question précédente. Montrer que f “ Γ.

Exercice 35 (SR) Soit a, b deux réels tels que a P s0, 1r, b ą 1 et ab ą 1. On pose fa,b : x ÞÑ
`8
ÿ

n“1

an cospbnπxq et

α “ ´
ln a

ln b
¨

1. Montrer que fa,b est définie sur R, bornée et continue.

2. Montrer que fa,bpxq “
`8
ÿ

n“1

b´nα cospbnπxq pour tout réel x.

3. Montrer qu’il existe un réel C ą 0 tel que @px, yq P R2, |fa,bpxq ´ fa,bpyq| ď C |x´ y|α.

4. Soit n P N et x P R. Calculer

ż x`h

x´h

fa,bptq cospbnπtqdt pour h “ 2b´n.

Exercice 36 (ENS)

1. Montrer que g :

$

’

&

’

%

R Ñ R

x ÞÑ

#

e
´1

x2 si x ‰ 0

0 si x “ 0

est de classe C8 sur R.

2. Pour n P N˚, on définit sur r0, 1s, φn “ x ÞÑ

ż x

0

p1 ´ gpnt2qq dt. Montrer que φn est de classe C8 et tend

uniformément vers 0 sur [-1,1].

3. Soit ε ą 0. Montrer que pour tout p P N, il existe une fonction ψp “ ψp,ε, C8 sur [-1,1], telle que :

$

&

%

@k P N, ψkqp p0q “ δk,p

@k P rr0, p´ 1ss, sup
xPr´1,1s

|ψpkqp pxq| ď ε

4. En déduire que pour toute suite panqnPN P RN, il existe f P C8pr´1, 1s,Rq telle que pour tout n P N, f pnqp0q “ an.

Exercice 37 (PLSR) On admet qu’il existe ϕ P C8pR,Rq égale à 1 sur r´1{2, 1{2s et à 0 en dehors de l’intervalle
r´1, 1s. Soit panq P RN. On cherche f P C8pR,Rq telle que, pour tout n P N f pnqp0q “ an. On pose, pour n P N,

gn : x ÞÝÑ
an
n!
xnϕpxq et fn : x ÞÝÑ

1

λn
n gnpλnxq, avec λn ě 1 à fixer. Soit h “

ÿ

fn. Montrer qu’on peut choisir les

pλnqn pour que h convienne.

Exercice 38 (PLSR) Soit pfnqně0 une suite de fonctions de r0, 1s dans R. On suppose que pour tout m,n P N et tout
x P r0, 1s, |fnpxq ˆ fmpxq| ď 2´|n´m|.

1. Montrer que la série de fonctions
ÿ

fn converge simplement sur r0, 1s et que sa somme est bornée.

2. La convergence est-elle uniforme ?

Exercice 39 (PLSR) Soit pλnqnPN˚ une suite strictement croissante de réels strictement positifs. On suppose qu’il

existe C ą 0 tel que, pour tout n P N˚, |λn ´ n
2| ď Cn. Soit f : x ÞÑ

`8
ÿ

n“1

ln

ˆ

1`
x

λn

˙

.

1. Montrer que f est définie sur R`˚.

2. Donner un équivalent de fpxq lorsque xÑ `8.

Exercice 40 (X) Soit panqnPN P CN, soit pλnqnPN P RN
`, croissante telle que lim

nÑ8
λn “ `8. On considère les fonctions

un : z ÞÑ an e´λnz et on s’intéresse à la suite de fonctions
ÿ

un.
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1. On suppose que
ÿ

an converge. Montrer que la série de fonctions converge uniformément sur tout domaine

AC “ tz “ x` iy, x ą 0, |y| ď Cxu (où C>0).

2. On suppose maintenant que la série de fonctions converge en un point z0 P C. Déduire de la question précédente
un domaine sur lequel la série de fonctions converge uniformément.

3. On suppose que pour x P rA,`8r, la série
ÿ

unpxq converge et
`8
ÿ

n“0

unpxq “ 0. Montrer que pour tout n P N,

an “ 0.

Exercice 41 (X) On note E l’espace vectoriel C0pr0, 1s,Rq. Une suite pgnqnPN P E
N est appelée base de type S lorsque

pour tout f P E il existe une unique suite pcnqnPN P RN telle que

f “
`8
ÿ

n“0

cngn avec convergence uniforme.

1. Montrer qu’il existe une suite pxnqnPN d’éléments deux à deux distincts de r0, 1s telle que x0 “ 0, x1 “ 1, et
txn | n P Nu soit dense dans r0, 1s.

2. Soit pgnqnPN une base de type S. Montrer que
´ gn
}gn}

¯

nPN
est une base de type S.

3. Soit f P E. Pour tout n P N˚, on note Fn la fonction de r0, 1s dans R qui est continue, affine sur chaque
intervalle ouvert inclus dans r0, 1sztx0, . . . , xnu, et cöıncide avec f en x0, . . . , xn. Montrer que pFnqně1 converge
uniformément vers f sur r0, 1s.

4. En déduire l’existence d’une base de type S.

Autour des séries de Fourier

Exercice 42 *(Centrale-X) Soit f : RÑ C de classe C1 par morceaux et 2π-périodique. On pose cnpfq “
1

2π

ż 2π

0

fptq e´int dt

pour n P Z, puis SN pfq : x ÞÑ
N
ÿ

n“´N

cnpfq e
inx et DN : x ÞÑ

N
ÿ

n“´N

einx pour N P N.

1. Montrer que

ż b

a

φptq eixt dt ÝÑ
xÑ`8

0 pour tout φ P C1pra, bs,Cq.

2. Montrer que SN pfqpxq “
1

π

ż π

0

fpx` uq ` fpx´ uq

2
DN puqdu pour tout x P R.

3. Montrer que DN puq “
sinpN ` 1

2 qu

sinu
pour tout u P Rz2πZ.

4. Montrer que pour t P R, Snpfqptq “
n
ÿ

k“´n

cke
ikt ÝÑ

nÑ`8

1

2

`

fpt`q ` fpt´q
˘

.

5. Dans le cas où f est C1, montrer que la convergence est uniforme.

Exercice 43 (X)

1. Montrer que @x P s0, 2πr ,
`8
ÿ

n“1

sinpnxq

n
“
π ´ x

2
.

2. Montrer que, @N P N˚, sup
xPs0,2πr

N
ÿ

n“1

sinpnxq

n
ě 1.

Exercice 44 (X) On pose, pour x P R, fpxq “
π2

3
` 4

`8
ÿ

n“1

p´1qn

n2
cospnxq.

1. Justifier la définition de f et préciser sa régularité.

2. Étudier les symétries de f .

3. Calculer

ż π

´π

cospmxq cospnxq dx pour pm,nq P N2.

4. On admet que
`8
ÿ

n“1

1

n4
“
π4

90
. Calculer

ż π

´π

f2.

5. Calculer

ż π

´π

x2fpxq dx.

6. Montrer que, pour tout x P r´π, πs, fpxq “ x2.
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Exercice 45 (X) Soit panqně0 une suite décroissante d’éléments de R`. Pour n P N et t P r0, πs, on pose fnptq “
an sinpntq.

1. Montrer qu’il existe une constante absolue C telle que, si p et q sont dans N avec p ă q et t P r0, πs, alors
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

q
ÿ

k“p

ak sinpktq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Cap.

2. On suppose que panqně0 converge vers 0. Montrer que
ÿ

fn converge simplement sur r0, πs.

3. Montrer que
ÿ

fn converge uniformément sur r0, πs si et seulement si nan Ñ
nÑ`8

0.

Théorèmes de convergence uniforme

Exercice 46 (Centrale)* Soit pfnqn une suite de fonctions de ra, bs dans R qui converge simplement vers g. On suppose
qu’il existe k P R` tel que pour tout n P N, fn est k-lipschitzienne. Montrer que la convergence est uniforme sur ra, bs.

Exercice 47 (X-Centrale)* Soit pfnqně0 une suite de fonctions convexes de R dans R, qui converge simplement vers
une fonction f .

1. Montrer que f est convexe.

2. Montrer que la convergence est uniforme sur tout segment de R.

3. On suppose que les fn et f sont dérivables. Montrer que pf 1nq converge uniformément vers f 1 sur tout segment de
R.

Exercice 48 (Centrale) Soit pfnq une suite de fonctions continues sur D Ă R convergeant simplement vers une fonction
f .

1. On suppose que la convergence est uniforme. Montrer que les fonctions fn sont équi-continues, c’est à dire :

@ x P D, @ ε ą 0, D δ ą 0, @ n P N, @ y P sx´ δ, x` δr XD, |fnpxq ´ fnpyq| ă ε.

2. On suppose que les fonctions sont uniformément équicontinues, c’est à dire :

@ ε ą 0, D δ ą 0 tq @ n P N, @x P D, @ y P sx´ δ, x` δr XD, |fnpxq ´ fnpyq| ă ε.

Montrer que la convergence est uniforme sur tout segment.

Exercice 49 (Mines)*

1. Soit E un espace métrique. On consière pFnqnPN une suite décroissante de parties compactes non vides. Monter

que
č

nPN
Fn est non vide.

2. Soit X une partie compacte de E, et soit pfnqn P pC0pX,RqqN, une suite décroissante de fonctions tendant
simplement vers la fonction nullle. Montrer que la suite p}fn}8q admet une limite réelle, puis que celle-ci est nulle.

3. (Théorème de Dini) Soit pfnqn une suite monotone de fonctions continues de X dans R, tendant simplement vers
une fonction g continue. Montrer que la convergence est uniforme.

Exercice 50 (Mines)* (Théorème de Dini) Soit pfnq une suite de fonctions continues et croissantes d’un segment ra, bs
dans R convergeant simplement vers une fonction continue f . Montrer qu’il y a convergence uniforme.

Exercice 51 (SR) * Sot X “ ra, bs un segment de R. On considère pfnqně1 une suite de fonctions continues de X dans
R.

1. On suppose que pfnqně1 converge uniformément sur X vers une fonction f . Montrer que pour toute suite pxnqně1

d’éléments de X et tout x de X tels que xn Ñ x, on a fnpxnq Ñ fpxq.

2. On suppose que pour toute suite pxnqně1 d’éléments de X et tout x de X tels que xn Ñ x, on a fnpxnq Ñ fpxq,
pour f fonction de X dans R. Montrer que f est continue et que la convergence est uniforme.

Résultats de densité

Exercice 52 (IMT)* Pour f P C0pr0, 1s,Rq, soit Npfq “ sup

"
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

fptqtn dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

; n P N
*

. Montrer que N est une norme

sur C0pr0, 1s,Rq.

Exercice 53 (Mines)* On note E “ C1pra, bs,Rq muni de la norme }f} “ }f}8 ` }f
1}8. Montrer la densité dans E

de l’espace des fonctions polynomiales.
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Exercice 54 (X) Pour x Ps0, 1r, on pose φpxq “ 2xp1´xq. On définit par récurrence la suite de fonctions pφnqně0, de
s0, 1r vers R, par φ0 “ Ids0,1r et φn “ φ ˝ φn´1.

1. Soit x Ps0, 1r. Étudier la convergence de la suite
`

φnpxq
˘

ně0
.

Soit I un segment inclus dans s0, 1r.

2. Étudier le mode de convergence de la suite de fonctions pφnqně0 sur I.

3. Soit f P C0
`

r0, 1s,Rq. Établir l’existence d’une suite pPnqně0, à valeurs dans ZrXs, convergeant vers f uniformé-
ment sur I.

Exercice 55 (Mines)

Pour tout t P R, on note Dptq “ t´ ttu. Déterminer pour f P C0pra, bs,Rq la limite de

ż b

a

fptqDpntq dt.

Si f P C0pR,Rq est intégrable sur R que peut-on dire de la limite de

ż `8

´8

fptqDpntq dt.

Exercice 56 (ENS)

1. Soit f : r0, 1s Ñ R continue. Montrer que f est limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales associées à
des polynômes pairs.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour qu’elle soit limite uniforme d’une suite de fonctions
polynomiales associées à des polynômes impairs.

Exercice 57 (X-Mines)

1. Soit f : r0, 1s Ñ R croissante. Montrer que f est limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales croissantes.

2. Montrer qu’une fonction continue de r0, 1s dans R est convexe si et seulement si elle est limite uniforme sur r0, 1s
d’une suite de polynômes convexes.

Exercice 58 (ENS)

1. Soient f P C0pr0, 1s,Rq et a1, . . . , an des points de r0, 1s. Montrer qu’il existe une suite pPkq de polynômes qui
converge uniformément vers f sur r0, 1s et qui prend les mêmes valeurs que f aux points a1, . . . , an.

2. Soit f P C0pr0, 1s,Rq. On suppose que f ne s’annule qu’un nombre fini de fois sur r0, 1s. Soit ε ą 0. Existe-t-il
P P RrXs ayant les même zéros que f sur r0, 1s et tel que }f ´ P }8 ď ε ?

Exercice 59 (Paris) Déterminer l’ensemble des fonctions réelles qui sont limites uniformes sur r´1, 0s d’une suite de
polynômes œ̧fficients positifs.

Exercice 60 (X-Mines)

1. Soit f P C0pr0, 1s,Rq telle que fp0q “ 0. Montrer l’existence d’une suite de polynômes pPnqn tels que pour tout
n P N Pnp0q “ 0 et qui converge uniformément vers f .

2. Soit E “

"

f P C0pr0,`8r,Rq, lim
`8

f “ 0

*

qu’on munit de }.}8. Pour n P N˚, on définit hn :

#

s0,`8r Ñ R
t ÞÑ e´nt

.

Montrer que Vectpthn, n P N˚uq est dense dans E.

3. (X) Pour tout ε ą 0 et tout k ě 1, montrer qu’il existe P P RrXs tel que, pour tout x P R`, |e´kx´e´xP pxq| ď ε.
On commencera par 1 ď k ď 2.

4. En déduire que les fonctions x ÞÑ e´xP pxq, avec P P RrXs sont denses dans E.

Exercice 61 (X) Soit E “ C0pr0, 1s,Rq. On dit qu’un endomorphisme T de E est positif si, pour tout f P E, f ě 0
implique T pfq ě 0. On pose, pour i P N, ei : x P r0, 1s ÞÑ xi.

1. Soit f P E. Montrer que, pour tout ε ą 0, il existe δ ą 0 tel que : @x, y P r0, 1s, |fpxq´fpyq| ď ε`
2 }f}8
δ2

px´yq2.

2. Soit pTnqně0 une suite d’endomorphismes positifs de E. On suppose que, pour i P t0, 1, 2u, la suite pTnpeiqq
converge uniformément vers ei sur r0, 1s. Montrer que, pour tout f P E, la suite pTnpfqq converge uniformément
vers f sur r0, 1s.
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