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Arithmétique de Z
Exercices de révisions pour s’entrainer

Exercice 1 Démontrer que pour tout entier n € N*, 32" — 2" est divisible par 7, 2*" 4 5 est divisible par 21, 3*" +
207=5 est divisible par 11.

. , Jxz=2[3] x = 6[17] x = 2[11] x = 2[11]
Exercice 2 (CCP) Résoudre : {x 35 {x _ 415 et {:17 — 7113 et {x _ 7113

Exercice 3
1. Déterminer I’ensemble des entiers naturels p, tels que les trois nombres p, p+2, p+4, soient des nombres premiers.
2. Déterminer I'ensemble des entiers naturels premiers qui sont a la fois somme et différence de deux entiers naturels
premiers.

Exercice 4 (CCP) Résoudre dans Z : 2z + 3y = 1; 14z — 18y = 2. Quelles sont les solutions de cette deuxieme dans
N?

Exercice 5 (TPE) Montrer : ¥(a,b) € Z?, ¥n € N, a = b[n] = a™ = b"[n?].

Exercice 6 (Mines) Montrer que l’ensemble des nombres premiers est infini. Montrer que 'ensemble des nombres
premiers congrus & —1 modulo 4 est infini.

Exercice 7 Montrer qu’il existe des intervalles de N aussi longs que I’on veut qui ne contiennent aucun nombre premier.
Exercice 8 (Mines) Résoudre dans Z la congruence 9z = 6 [24].

Exercice 9 Soient a > 2 et r > 2 des entiers. Montrer que si (a” — 1) est premier alors a = 2 et r est premier.
Montrer que si a”™ + 1 est premier, avec n > 1 et a > 2, alors a est pair et n est une puissance de 2.

Exercice 10 Pour tout n € N, on pose M,, = 2" — 1. (M, est appelé nombre de Mersenne).

1. Montrer que si n > 2, et si M,, est premier, alors n est premier.

2. Etudier la réciproque de cette propriété.
Exercice 11 (TPE) Déterminer les nombres premiers tels que p divise 2P + 1.
Exercice 12 (Mines) Déterminer I’ensemble des entiers relatifs n tels que 7' = n modulo 42.
Exercices a corriger

Exercice 13 * Soit p un nombre premier. Pour tout n € N*, notons v,(n!) 'exposant de p dans la décomposition en

facteurs premiers de n!. Montrer que v,(n!) = ZL%J
p
k>1
En déduire le nombre de zéros a la fin de Iécriture décimale de 2023!

Exercice 14 (Mines-X)* Pour tout n € N, on note F,, = 22" +1.
1. Montrer que, pour tout k € N* : (F,, — 1)2k +1=F, 4.
Montrer qu’il existe ¢ € N tel que F,, 4+, = ¢F), + 2.
En déduire que pour n # m, F,, et F,, sont premiers entre eux.
Soit p un diviseur premier de Fj. Montrer que p est premier avec 2. Trouver l'ordre de 2 dans le groupe (Z/pZ)*.
Soit t € [1,k + 1]. Quelle est la classe de p modulo 2*?

Montrer que pour tout ¢ € N*, il existe une infinité de nombres premiers congrus & 1 modulo 2.
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Exercice 15 (X) * Soient z, y, z € (N*)3 tels que : 2% + y? = 2% et PGCD(z, y, 2) = 1.

1. Montrer qu’il existe n > m entiers premiers entre eux tels que, & permutation pres de = et y, on ait : x = 2nm,

yznz—mQ, z=n?4+m%

2. En déduire que 'aire du triangle de coté x, y et z n’est pas le carré d’un entier.
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Exercice 16 (X) Quel est le chiffre des unités de 23287 9



Exercice 17 (Mines) Quel est le chiffre des unités de 20222022
Exercice 18 (Mines) Trouver tous les entiers naturels n > 2 tels que ¢(n) divise n (¢ représente I'indicatrice d’Euler).

Exercice 19 (Centrale)* Soient a > 2, n et m > 1 des entiers.
1. Rappeler la définition du pged et la méthode de calcul par 'algorithme d’Euclide.
2. Montrer que si m|n alors (a™ — 1)|(a™ — 1).
3. Montrer que (™ — 1) A (a™ — 1) = (a™" — 1)

Exercice 20 (Mines-Ponts)*

1
1. Calculer I'intégrale / tP(1 — )7 dt (avec (p,q) € N?) de deux manicres différentes.
0
P . a+b\ .. .
2. En déduire que pour tout (a,b) € N* x N, a " divise ppem(b+1,...,b+ a).

Exercice 21 (ENS) Quels sont les éléments n de N* tels que v/n € Q7
Exercice 22 (Lyon) Soit ¢ I'indicatrice d’Euler.

1. Montrer que ¥n € N*, p(n) > ?
2. Existe-t-il C € R™™ tel que Vn € N*, p(n) > Cn?

Exercice 23 (ENS Lyon) On munit £ = Z" de sa structure de groupe additif : a + b = (a, + b,)nen. On note E*
I'ensemble des morphismes de groupes de E dans Z. On note (ex) = (0 n)nen. Montrer que si un élément f de E*
s’annule en chaque ey alors f est nulle. Indication : On pourra considérer des suites du type (p"an)n-

Exercice 24 (X) Soient a et b dans N*, (2,,)nez €t (Yn)nez deux suites & valeurs dans un ensemble F, respectivement
a-périodique et b-périodique. On suppose qu’il existe a + b — a A b entiers relatifs consécutifs tels que z,, = y,,. Montrer

que (xn)nEZ = (yn)neZ~
Exercice 25 (X) Soit a € Z impair. Existe-t-il f : Z — Z telle que, pour tout n € Z, fo f(n) =n+a?

Exercice 26 (ENS)* Sin € N*, soit o(n) la somme des diviseurs de n dans N*. On dit qu'un élément P € N* est
parfait si o(P) = 2P.
1. Soit p € N* tel que 2P — 1 est premier. Montrer que p est premier.

2. Montrer que, si p est un élément de N* tel que 2P — 1 est premier, alors 2°~! (27 — 1) est parfait.

On admet dans la suite que tout nombre parfait pair est de la forme précédente. On considére un nombre parfait
pair, que P'on écrit donc sous la forme P = 2771 (2P — 1) ott p € N* est tel que 2? — 1 est premier. Dans les
questions (3), (4) et (5),x on suppose p # 2.

3. Déterminer la classe de P modulo 12.
4. Montrer que P — 1 et P + 1 ne sont pas des carrés.

5. En considérant la classe de P — 1 modulo 4 et celle de P + 1 modulo 3, montrer que P — 1 et P + 1 ne sont pas
parfaits.

6. Montrer qu’il n’existe pas de couple de nombres parfaits consécutifs.

7. Prouver le résultat admis.

Exercice 27 (Lyon)*

1
a_p]<.
q

1. Soit o un nombre réel irrationnel. Montrer que, pour tout n € N*, il existe (p, q) de Z x [1, n] tel que
qn

2. Soit d € N*. On suppose que d n’est pas un carré parfait.
Montrer que ’équation a® — db® = 1 posséde une solution (a,b) € 72 telle que b # 0.

Exercice 28 (X)* Soit z € R\ Q. Montrer qu’il existe une suite de rationnels (r,,), en € QY telle que : pour tout

Pn
€T — —

dn

neNﬂ“n:]ﬁawecpn/\qnzl7

dn

1
< — et lim ¢, = 4o0.
qn n—oo

n
Exercice 29 (Lyon) Montrer que, si m et n sont dans N*, n divise Z mkAm,
k=1



M m M
Exercice 30 (Paris) Soient m, M,r € N, avec r > 3, ko, ..., kn € Z tels que Zk‘iri = Zri. Montrer que Z |ki| >

=0 i=0 =0
m+ 1.
Exercice 31 (Lyon) Pour n € N*, on note ¢, := [P N[0, n[|, ou P désigne ’ensemble des nombres premiers. On note
Ty = H P.
pEP, p|n!

1. Montrer que r, = O(4™) quand n tend vers +oo.

2. Montrer que (¢,)°" = O(ry,) quand n tend vers +oo.

3. En déduire que ¢, = O(IL) quand n tend vers 4o0.
nn

-
Exercice 32 (X) Soient r € N*, e; < ey < -+- < e, des éléments de N, n = Z 2¢. Montrer que, parmi les (Z) avec
i=1
0 < k < n, exactement 2" sont impairs.
Exercice 33 (X) Soit p un nombre premier congru & 1 modulo 4. On considere ’ensemble S = {(a, b,c) € N* x N* x Z*, 4ab + ¢ =
1. Montrer que S est fini non vide.
Soient S1 = {(a,b,¢c) € S, a >b+c} et Sy ={(a,b,c) €S, a<b+c}.
Montrer que S est I'union disjointe de S et So. Montrer que S7 et So ont le méme cardinal.
Soit g : S; — 57 définie par g(a,b,c) = (a —b—¢,b,—2b — c). A Paide de g, montrer S; a un cardinal impair.
Soit Sp = {(a,b,c) € S, a # b}. A Tl'aide de Sy, montrer que p est somme de deux carrés.

Montrer qu’un nombre premier impair s’écrivant comme la somme de deux carrés est congru a 1 modulo 4

o ok w N

Montrer qu'un entier naturel non nul dont tous les diviseurs premiers sont congrus a 1 modulo 4 est somme de
deux carrés d’entiers.

Exercice 34 (SR)*

1. On note ¢ la fonction indicatrice d’Euler. Redémontrer que p(mn) = ¢(m)p(n) pour tous m,n dans N* premiers
entre eux (on dit que ¢ est arithmétiquement multiplicative), redonner la formule explicite pour ¢(n), et enfin

calculer Z(p(d) pour tout n > 1.
dn
2. Soit m,n dans N*. Exprimer ¢(mn) en fonction de p(m), p(n), o(m An) et m A n.
3. Pour n € N*, on note d,, le nombre de diviseurs premiers de n, puis p(n) := (—1)% si n n’est pas divisible
par le carré d’un nombre premier, et enfin u(n) := 0 dans le cas contraire. Montrer que p est arithmétiquement

multiplicative, et calculer Z# pour tout n € N*.
dn
Exercice 35 (X)* Pour n € N*, on note C,, = {(,y) € (Q*)?, 2 +¢y* = n}.
1. Montrer que C7 est non vide.
2. Montrer que C7 est vide.
3. Soit n € N*. On suppose que C,, est non vide. Montrer que C,, est infini.

Exercice 36 (Mines) * Soit (a,b) € (N*)%. Montrer que a et b sont premiers entre eux si et seulement si tout entier
supérieur ou égal & (a — 1)(b — 1) est de la forme au + bv pour un couple (u,v) € N?.
Exercice 37 (X)* Soit A une partie de N contenant 0, non réduite & 0 et stable par somme. On note d = pged(A).
1. Montrer que {z —y, (z,y) € A*} = dZ.
2. On suppose que d = 1. Montrer que N\ A est fini.

3. Soient a et b deux entiers naturels premiers entre eux. Quel est le plus grand entier n’appartenant pas a aN + bN.
Exercice 38 (X)

1. Soit (p,) la suite strictement croissante des nombres premiers. Montrer que (><]%+1><> tend vers 0.
P1 X X Pn

2. Pour n € N*, soit ¢, le plus petit nombre premier ne divisant pas n. Montrer que dn —g 0.
n n—4oo

Exercice 39 (Paris) Pour n € N*, g(n) désigne le nombre de diviseurs premiers de n comptés avec multiplicité ; par
exemple, g(5%) = 2. Calculer, pour n € N*, Z(—l)g(d).
d|n



